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Über einige Identitäten der Interpolationstheorie 
und ihre Anwendung zur Bestimmung kleinster 
Maxima. 
V.MI L E O P O L D FKJËII in Budapest. 
1. Ich habe unlängst1) den folgenden Satz bewiesen : 
Sind die voneinander verschiedenen reellen Abszissen xly 
x< x„ im Intervalle — 1 x<\ gelegen, so ist (wie unmittel-
bar ersichtlich) das Maximum der Quadra tsumme der Grund-
polynome der zu den Abszissen x „ x2,.. .,x„ gehörigen L A Q R A N Q E -
schen Interpolation im Intervalle — 1 : . A' 1 mindestens gleich 1, 
d. h. 
(1) Max !(/, (A ' ) ) 2 -J- ( I , (x))- + . . . + (/„ (*)) ' l =5 1 • 
i i 
Es gibt aber nur eine einzige Verteilung der Abszissen xux2,.. .,xn 
im Intervalle — 1 A* I, für welche das Maximum der Quadrat-
summe in — l '.Y-£;i diesen minimalen Wert 1 hat, d. Ii. für 
welche 
(2) Max { ( / , ( A - ) ) 2 + ( L ( X ) ) - R . . • I (/»(*))*l = 1 
i .>• i 
gültig is t ; diese Abszissen sind die n Wurzeln der Gleichung 
( 3 ) ( 1 • x~) P'_ I (x) 0 , 
') L. F K J É R . A) Anwendung der konjugierten Punkte bei LAcitANGEscher 
Interpolation (ungarisch), Math. u. Natunv. Anzeiger der ungarischen Akademie, 
Sitzung vom 20. April 1931 ; erscheint demnächst, b) LAÎIUANHESCIIC Inter-
polation und die zugehörigen konjugierten Punkte ; erscheint demnächst in den 
Math. Annalen. c) Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, für 
welche die Quadratsumme der Grundfunktionen der LAGÜANC. Eschen Inter-
polation ein möglichst kleines Maximum besitzt; erscheint demnächst in den 
Annali delta R. Scuota Normale Superiore di Pisa. 
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w o P„ -I(.Y) d a s (n — 1 ) - te LEGENDREsclie P o l y n o m beze ichne t . 
Bei diesen Abszissen x , , x 2 , . . x „ ist übrigens für jedes x 
(4) (/, (x))2 i- (L(X))--!-... -I- ( / „ ( x ) Y = l - • 
Unter lt (:<), das ich eben das zu xk gehörige „ L A G R A N G E -
sche Grundpolynom" (Grundfunkt ion) nenne, verstehe ich diejenige 
ganze rationale Funktion von (/i — l)-tem Grade, die an der 
Stelle x = x L den Wert 1 hat, an allen übrigen Interpolationsstellen 
x , , x.,,..., J f t i , x * , . . . , x„ aber verschwindet. 
Bei dem Beweise dieses Satzes spielt die Identität 
(5) / , (*) + / * ( * ) + . . . + / „ ( * ) = 1 
keine-) Rolle, wohl aber die Identität 
(6) v, (x) (/, (x))- + r , (x) (L (x))- + . . . + '•„ (x) (/„ (x))2 = 1. 
wo 
(7) n (x) = 1 - (*-**), * = 1 , 2 n, 
(8) ,.»(*) = C(x .\"i)(x ) . . . ( x - x „ ) , C j 0, 
die von jeher die Grundlage meiner Untersuchungen über reelle 
HERMiTEsche und LAGRANGEsche Interpolation bildete. 
Der Beweis dieser Identität (6) ist übrigens sehr einfach. Da 
nämlich, wie leicht ersichtlich, für das Polynom 
(9) M x ) = r 4 (x ) ( / ; (x ) ) -
die Gleichungen 
für r =}-- k 
1, für v = k, 
/&;.(*„)=o, 
r, k 1, 2 , . . n 
gültig sind, so stellt also die linke Seite von (6) eine ganze ra-
tionale Funktion von höchstens (2« — l ) - t e m Grade in x dar, die 
an den Stellen x , , x 2 x„ den Wert 1 annimmt, und deren 
Derivierte an allen diesen Stellen verschwindet. Da aber die 1 
eine solche ganze rationale Funktion von x ist, und da es keine 
zweite solche gibt, so ist hiermit die Identität (6) bewiesen. 
(10) 
| j 
-) Wie man die alte Identität (5) zum Aufsuchen des kleinsten Maximums 
in einer anderen Aufgabe benützen kann, wird im Nr. 6. vorliegender Note 
gezeigt. 
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Übrigens habe ich hk(x) vk(x) (lk(x))'- das zu xk gehörige 
„HERMiTEsche Grundpolynom erster Art" genannt, und rk(x) den 
zur Stelle xk gehörigen „charakteristischen Linearfaktor". Die Iden-
tität (6) besagt also, daß auch bei der HERMiTEschen Interpolation 
die Summe der Grundpolynome erster Art identisch gleich 1 is t ; 
d. h. 
A,(x) + A , ( x ) - } - . . . + A . ( * ) = 1 . 
Es ist mir nun neuerdings aufgefallen, daß die Summe der 
diarakteristisdien Linearfuktorcn r , (x) , »•.,< x ) , . . ., rn(x) identisdi 
gleich n- ist; d. h. 
(11) r J (x) + r . i ( x ) + . . . + /^(x) = /J2. 
Zunächst möchte ich nun diese merkwürdige Identität be-
weisen. 
2. Es seien x , , x 2 , . . x „ n beliebige, voneinander verschie-
dene Zahlen (die auch komplex sein können), und es sei 
(12) ,„(x) = (x-x.) ( x - x . ) . . . ( x - x „ ) . 
Dann ist 
A I <"(**) 
(14) « ( « - 1 ) . 
k - , i" ( x j 
Um (13) und (14) zu beweisen, bemerke ich, daß, nach der 
LAGRANGEschen Interpolationsformel für eine beliebige ganze ra-
tionale Funktion g(x) von höchstens ( / /—l) - t em Grade, 
II "I / V 
XT' '"(AT) 
(15) * 1 
| V S M 
\tf~i <;'(xk) J 
gültig i s t ; dies besagt, daß der Koeffizient von x" 1 in einer gan-
zen rationalen Funktion g(x) von höchstens (n — l)- tem Grade 
gleich y - S H - ist. 
r~i <" fr) 
Setze ich nun 
(16) g(x) = ">"(x), 
so erhalte ich, da doch in <""(x) der Koeffizient von x" 1 gleich 
0 ist, 
10* 
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(17) 0. 
d. h. (13). Nehme ich aber 
(18) = *«•»"(*) n ( n - \ ) x " - ' + ..., 
so erhalte ich 
(19) S ^ X H - ~ n ( „ - ! ) , 
^ «" (-V; ) V " 
d. Ii.3) (14). (Natürlich gilt 
(13) und (14) auch dann, wenn ich 
C»"(x) statt f»(.v) schreibe, wo C eine von Null verschiedene Kon-
stante bezeichnet). 





1 ' " " ( O Y ' 1 
2 A 
JL y "'"(**) _ V i 
r I. 
Da aber für die Summe der symmetrischen Gliederpaare 
(22) + 
X k — Ar -V,. — A* 
gültig ist, so ist (13) bewiesen. 
3) Setzt man allgemein «'(.v) --- .*' <->(' (x), w o 
r = 0, 1, 2 /7 — 1, 
s 1, 2, 3 n, 
so erhält man: 
X 1 i 0> wenn r < s — 1, 
1 ' <»'(xk) I n(n—i)...(n—(s— 1)), wenn r s— 1. 
Für r 0, s 2 erhält man (13), für r 1, s 2 (14); für s= n die sog. 
Eri.KKSchen Relationen: 
" * r i 0, wenn r<n — 1, > ——-— = 
k ~ i <"'(*«) I l , wenn r n — 
Der Strich beim Summenzcichen deutet, wie üblich, an, daß das 
sinnlose Glied mit r k wegzulassen ist. 
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Weite, ist, nacli (20), 
/23) - L v j f l ^ l . - T ' ** 
i } 2 x* . . / ( x j 
a l so 
/241 L V v V ** 1 J 2 ^ , . , ' ( * ) - ,„ . x k - x „ • 
r^ fc 
Da aber filr die Summe der symmetrischen Gliederpaare jetzt 
(25) — * Ü — + AV 1 
Xi,—X,. X,. — Xii 
gültig ist, so ergibt (24) 
(26) 
2 1 r i " ' (**) 2 
<i. h. (14). 
4. Aus (13) und (14) folgt nun die zu beweisende Identität 
(11) unmittelbar. Da nämlich 
(27) , x , f ( / ( x ) f ( / ( x ) x, 
s o ist 
= /? + « ( / » - l ) - 0 = /J2. 
Zusammenfassend kann ich also s agen : 
Sind /, (x), /,(x) l„(x) die zu den voneinander versdiiedenen 
Interpolationsstellen xux., x„ gehörigen LAGRANGEscte/i Grund-
polynome, und sind 
<29) ht(x) = i\(x) (h(x)y = (I - ( x - x , ) ) (/,(x))'-, 
k= 1 , 2 , . . . , / ? , 
^//t' entspredienden Grundpolynome erster Art der HERMiTEscte// 
Interpolation, so ist (für jedes x) 
<30) /1(x) + / i (x) + . . . + / „ ( x ) = l , 
(31) r , ( x ) ( / , ( x ) ) 8 + r,(x)(l2(x))-+... + r „ ( x ) ( / . ( x ) ) s = 1, 
<32) r, (x) + ri(x) + . . . + >„(x) = n~. 
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5. B e m e r k u n g . Die Nulistellen der Linearfaktoren ri(x)r 
r2(x),..., >„(x) ' , a l ) e „konjugierten Punkte" von xuxit..., 
x„ genannt, und mit XuX2,...,Xn bezeichnet. Wir ersehen 
aus (32) (oder (31)), daß es keine Interpolation (auch keine mit 
komplexen Abszissen) gibt, fiir welche die konjugierten Punkte 
Xu X-x, ...,Xnalle zusammenfallen, d. h. für welche Xt=X> . . . X„ 
ist. 
Hingegen ist, wie ich schon in meiner unter b) in der Fuß-
note ' ) zitierten Arbeit mitgeteilt habe, Xl = Xi ...= X„ -1 möglich. 
Es seien nämlich 1 > x i > x 2 > . . . > x „ . | > x „ = — l die Wurzeln 
der Gleichung 
(33) .'»(x) P„(x) + P„ _,(*) = 0, 
wo PJx) das m-ie LEGENDREsche Polynom bezeichnet. Dann ist 
(34) ( 1 — x 2 ) . " " — ( 1 + x ) f ) ' + / j 2 «-»=0 . 
Aus (34) erhält man für x — xk, 1, 2 , . . . , ( / /—1), 
(35) - 1 
so daß also 
d. h. 
(37) Xk=>\ für k= 1, 2 (n— 1). 
Wenn ich aber (34) nach x differentiere und x = x„ = — 1 e in -
setze, so erhalte ich 
(38) 2<""(— 1) — «"'(— l ) - f / i 2 » " ' ( — 1) = 0, 
d. h. 
. • » " ( - 1 ) n 2 — I 
(39) 
so dass also 
(40) r„ (x) = 1 - (x + 1) = 1 + (x + 1), 
und endlich 
(41) XH = - l 
n~ — 1 
In diesem Falle ist also, nach (36) und (40), 
(42) <- ' i ( l )= ' j ( l ) — • • • — » ' » - i ( l ) = 0, r „ ( l ) = n*, 
was mit der Identität (32) natürlich in Übereinst immung ist. 
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6. Ich habe erwähnt, daß ich mit Hilfe der Identität (31) 
eine Aufgabe von „TscnEBYSCHEFFScher Art" (Aufsuchen eines 
kleinsten Maximums) der Interpolationstheorie gelöst habe. In die-
ser Nummer möchte ich nun die alte Identität (30) zur Lösung einer 
anderen, nicht uninteressanten Aufgabe benützen, in welcher es 
sich ebenfalls um das Aufsuchen eines kleinsten Maximums handelt. 
Es seien xu x2 x„ / / vone inande r verschiedene reelle 
oder komplexe Werte. Es seien 
(43) / ,(*),/«(*> /„(*) 
die zu x,, x2,..., x„ gehörigen LAGRANGESChen Grundpolynome. 
Es sei weiter a ein Wert, der von x,,x2,...,x„ verschieden ist. 
Man betrachte den größten der n Werte 
(44) | / , («)! , |/2(fl)| , • • |/„(fl)|, 
den ich mit 
(45) Max |(.(A)| = A/(fl) = Ai 
1,2 ii 
bezeichne. Da nach (30) 
(46) l,(a) + U(a) + . . . + / . ( < 0 = 1 . 
s o ist . Ich f rage : ist Ai = — möglich, d. h. gibt es in 
n & n 
der x -Ebene eine Interpolationspunktgruppe x, , x2,.. .,x„ und eine 
Stelle a, so daß 
(47) | h ( a ) <Z± 
g i l t ? Diese Frage möchte ich hier beantworten. 
Aus (46) und (47) folgt augenscheinlich 
(48) /1( f l) = /a(fl) = . . . = U « ) = ^ r , 
d . h., wenn ich 
(49) <•>(x) = (x-x,) ( x - x , ) . . . ( x - x„) 
setze, 
<<>(a) 1 
(50) ,n(Xi)(a-x,) n ' 
oder 
(51) (xk—a)i»'(xk) + n<»(a)=0 für * - l , 2 , . . . , n . 
Aus (51) folgt aber, daß (x—ä)tn'(x) + m»(fl) durch <»(x) 
teilbar ist, so daß also 
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(52) (x — a) <"'(x) + /!'•>((/) = C<"(X) 
bestellt. Setze ich hier x = i/, so erhalte ich (da (-»(<?) : 0) C 
so daß also o(x) die Differentialgleichung 
(53) ( x — a ) <'»'(x) — iii'i(x) + rif(a) = 0 
befriedigen muß. Setze ich nun 
(54) '"(•*•) = ,»(a) -I- V c, (x-a)v, 
und substituiere <"(x) in (53), so erhalte ich 
>i 
(55) V (?- -? / ) c „ ( x - i i ) " = 0, 
i' i 
d. h. 
(56) (>• - n) cv = 0, für v. 1 ,2 n — 1, 
woraus 
(57) c, = ü, für v = l, 2 / /—1 
folgt, so daß also, nach (54) und (57), 
(58) i.»(x) = ..,(a) + c „ ( x - f l ) B . 
Mein bisheriges Ergebnis ist das Folgende: 
Wenn für die Gruppe x , , x , x„ und für den Wert a 
die n Ungleichungen (47) bestehen, so ist 
(59) «<(-*) = « + , * ( . * - « ) " , 
wo «4=0, ,?4=0. 
Genügen nun die zu den Wurzeln x,, x . 2 , . . . , x„ der Gle i -
chung 
(60) ,.»(*) = « + ¿ ( x — ö ) " = 0 
gehörenden /,(x), /ä(x) /„(x) tatsächlich an der Stelle x — a 
den Ungleichungen (47)? Ja, denn es ist 
! ( a ) _ 1 = 
(61) •" '(**)(«-**) n,Hxk-ay-\a-xk) 
cc 
nß(xk-aY ' 
und da, nach (60), 
(62) ,i(x:,.-(!)" = - « 
ist, so ist also tatsächlich 
1 
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Ich habe also das folgende Resultat erhal ten: 
Sind x, , x . , . . . , x„ n voneinander verschiedene Interpolations-
stellen der komplexen x-Ebene und /,(x), / , ( x ) , . . / „ ( x ) die Grund-
polynome der zu x u x 2 , . . . , x„ gehörenden L A G R A N G E / » / T V -
polation, so sind fiir eine Stelle a der x-Ebene die Ungleichungen 
(64) , ¡ / . ( a ) k - : ~ 
</</««, und nur dann, simultan befriedigt, wenn x , , x i ( . . x „ die 
Eckpunkte eines regelmässigen n-Ecks sind, und a der Mittelpunkt 
dieses n-Ecks ist. 
7. Sind die x , , x 2 , . . . , x„ wieder reell, so ist an einer Stelle 
x der absolute Wert mindestens einer der Grundpolynome der 
zugehörigen LAGRANGESchen Interpolation größer als — . Dies 
folgt aus dem soeben ausgesprochenen Satze. Es sei nun für ein 
reelles x 
r , ( x ) ä O , r , ( x ) ^ 0 r „ ( x ) ä 0 . 
Idi behaupte, daß dann mindestens einer der Werte 
ist. 
n 
B e w e i s . Aus (31) und (32) folgt ganz allgemein 
> - , ( x ) ( / , ( x ) ) M - ^ ( x ) ( / a ( x ) ) - + . . . + / -„( -v) ( /„W)-_ 1 
{ ' v1(x) + vi(x) + . . . + r„(x) //•- ' 
also, mit Rücksicht auf r t (x ) 0, Ar— I, 2 n, für mindestens 




w. z. b. w. 
Ist speziell — l < x , < x , < . . . < x „ 1 und im Intervalle 
— 1 < x < 1 kein konjugierter Punkt Xu X,,..., X„ gelegen, so 
ist die Behaptung für das ganze Intervall — 1 x 1 gültig. 
Budapest , den 22-ten November 1931. 
(Eingegangen am 23. November 1931.) 
